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1 Position du probléme

Soit un investissement dont le cotit de construction, mesuré en euro constants,
est I(t) si il est réalisé a 'instant ¢, et dont les avantages, mesurés a 'instant t en
Euro constants sont a(t). L'utilité de ces avantages, comme la désutilité du cout,
dépendent de la richesse de la collectivité a ’année oul ils se réalisent : un Euro
gagné a d’autant plus de valeur qu’on est pauvre. Pour traduire cette variation
de T'utilité retirée d'un Euro en fonction de la richesse on pondére les avantages
exprimés en euros constants par une fonction décroissante de la richesse. Des
considérations théoriques, comme le souci de simplicité, conduisent a prendre
comme facteur de pondération un coefficient de la forme : Y ()77, ot v est un
coefficient positif (les valeurs les plus courantes le situent aux alentours de 2).

Dans ces conditions, la VAN de I'investissement, exprimée en termes d’utilité
et non plus d’euro, s’écrit sous la forme :

+oo
VAN(T) = / a(t)Y (t) Ve %t — I(T)Y (T) e
T

Expression ot § est un coefficient représentant la préférence pour le présent,
et ou les fonctions a(t), Y (t) et I(t) sont aléatoires.

Le probléme est de déterminer la décision optimale d’investissement : faut-il
faire 'investissement, et si oui, quand ? On va d’abord rappeler la solution dans
le cas déterministe, puis on abordera la solution aléatoire.

Solution dans le cas déterministe On supposera pour simplifier que les trois
fonctions a(t), Y(t) et I(t) sont exponentielles :

dlog(Y (1)) = pdt,

dlog(a(t)) = gdt,
dlog(I(t)) = kdt.



Alors

+o0
VAN(T) = / a(0)e?"Y (0) Ve e dt + 1(0)Y (0) Vet e 0T
T
ou encore :

+o0
VAN(T) = / a(0)Y (0) el m=9tqt + 1(0)Y (0) ek~

T

dVAN(T)

Cette fonction a un extremum en un point 7" qui annule —_=

, ce qui se réécrit :
a(0)e?” + (k — yu — 0)I(0)eF = 0,

ou encore (T)
a
— = — k.
1(T) Y+ 0

Le point déterminé par cette équation correspond a un maximum, si la dérivée
seconde est négative, condition qui se réécrit dans ce cas sous la forme

a(0)Y (0)e =T [(g — yp — 6) — (k — ypu — 6)] > 0.

Il est alors facile de vérifer que si g > k, c¢’est bien le cas.

Cette condition assure en outre que VAN(T) est positif.

On voit que Y(0) est un paramétre de calage et peut étre pris librement,
par exemple égal a 'unité, et que 'expression (0 + yu) correspond & un taux
d’actualisation.

Solution dans le cas aléatoire Si maintenant les trois fonctions a(t), Y (¢) et
I(t) sont supposé suivre des mouvements aléatoires, on doit résoudre un probléme
de choix d’un temps d’arrét optimal. On va se placer dans ce dernier cas, et faire
I’hypothése que les logarithmes des trois fonctions précitées sont des mouvements
browniens :

dlog(Y (t)) = pdt + o1dWi (1),

dlog(a(t)) = gdt + o2dWy(t),

dlog(I(t)) = kdt + o3dWs(t).

On supposera que les nouvements browniens sont corrélés de la facon suivante,
W} W2 W2 étant 3 browniens indépendants :

W=,
W = pW/ + /1 - p*W?
WP = p'W)! + V1= (p")?Wy

On cherche & maximiser E(VAN(7)) ou :
+o0o
VAN(T) = / e ta(t)Y (t) dt — e T I(T)Y (7).
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parmi tous les temps aléatoires 7 tenant compte de I'information disponible &
I'instant donné. Techniquement on parle de temps d’arrét par rapport a un
filtration (qui résume le passé des trois trajectoires de a, Y et I jusqu'en t)
Fi=0(Ys, as, 15,8 < t).

On remarque que, d’aprés la propriété de Markov (forte) du processus
(a,1,Y), on a:

+00 +o0
E (/ e‘;ta(t)Y(t)Vdﬂ]:T) = ET,UL(T),I(T),Y(T) (/ e&a(t)Y(t)’ydt)
+oo
= ¢ Ta(r)Y (1) E (/ e~ OstastoaWe—yus—on Wy d8> :
0

On peut alors expliciter la derniére intégrale en tenant compte de I'hypothése
sur les corrélations entre les mouvements browniens (W2 W!) et I'on obtient

finalement :
+00 —o0T Y —
E </ ez?ta(t)Y(t)'ydt‘JT_'T) _ & G(T; (7—) 7
- 1
ou : ]
O =0+p =9 505
avec

G5 = 05 + Y07 — 27poi0y

On en déduit une formule simplifiée pour 'espérance de la VAN :

E(VAN(7))=E <e—f”y(7)—7 {%) — I(T)D (1)

Remarque Notons que si on impose que la date de réalisation de I'investisse-
ment est U'instant actuel (¢’est 'hypothése implicite faite dans le chapitre relatif
au risque et au systéme d’actualisation dans le corps du rapport), on retrouve la
formule donnant le taux d’actualisation risqué citée dans le rapport :

r =715+ B¢,
avec .

1
rp=0+ap— 570" et ¢ =07,

et le coefficient 3 étant le coefficient de régression entre les avantages et le PIB.
En effet on a alors, pour tout ¢ :

E (¢ "a()Y (1) 7) = E (a(0)Y (0) e ot mmn )

= (a(O)egt-l-%a%) (Y(O)—'ye—&—'yut_%(72[;%—2;)75102),5) ‘



Dans la derniére expression, la premiére accolade sous le signe somme représente
I’espérance mathématique des avantages a chaque instant t, compte tenu de la
valeur de ces avantages a 'instant 0, ou ils sont connus. La deuxiéme accolade
représente 'effet a I'instant t d’un taux d’actualisation, qui est la somme du taux
sans risque :

1
rp =0t —ut — 5yt

et du produit d’une prime de risque ¢ = yo?, par le coefficient de la régression
de a(t) sur Y(t) : B = pZ2.

On note u(ayg, Yy, ly) la fonction de valeur sur probléme d’arrét optimal :

u(ag, Yo, Ip) = sup E(VAN(7)).

. Ft.a.

Un résultat classique d’arrét optimal (voir par exemple [6]) permet alors d’expri-
mer un temps d’arrét optimal sous la forme :

Topt = inf {t > 0,u(a(t),Y;, I) = Y, {%) - I(t)} }

Nous allons maintenant explicter plus avant la fonction w en utilisant le théoréme
de Girsanov.
Pour cela, il est nécessaire de mener quelques calculs. On commence par définir
L, par :
I(T)Y(T)™
E((T)Y(T))

Pour T réel fini on a, bien str, Ly > 0 et E(Ly) = 1. Un calcul simple, prenant
en compte la corrélation entre W' et W3, donne :

Ly =

B (I(T)Y (T) ") = IoY; et +iedt,

S =2 2 2.2 -
ol 03 = 03 + y“07 — 2pryo103. Puis

t =
LT _ 603W%—701W71~—§U§ .

Lorsque 7 est un temps d’arrét fini, on peut alors réécrire E (VAN(7)) sous la
forme :

1
E(VAN(7)) =Y, "E (LTe_‘SQT <5—A(7') — Io>>
1
ol dy =0 —k+yu— %63 et ou l'on désigne par A le processus :

A(t) — ﬂ — aoe(g*k)t+0'2Wt270'3Wt3'

(1(t)/1o)



En posant, Gy = /0% + 0% — 2pproq03 et
I/T/Q . O'QI/Vt2 — O'3Wt3

t = = )
02

on constate que A peut s’écrire sous la forme
_ s T2
At) = agel9RiraWe

o W? est un mouvement brownien standard. Par ailleurs, en définissant un
nouveau mouvement brownien W3 par :

_ 3 _ 1

W3 . Uth 'yalVVt

t 3
o3

on peut écrire, Ly sous la forme :

N

Ly = e% Vi oiT
Par ailleurs un calcul simple montre que :
E (ﬁ/fV:[/f) = pst,
ou
(03p1 — v01)(pos — pros) — o3(1 — p)

pP3 = E— .
0903

On en déduit par un argument reposant sur le caractere gaussien du couple de

processus (W3, W?) que :
I/T/tg = /)ﬁ/tz +V1 = pPW

ot W+ est un mouvement brownien indépendant de W2. Le théoréme de Girsanov
(voir [4], chapitre 4 pour un enoncé et [3] pour une démonstration) nous dit que
si T est un réel fini on peut définir une probabilité P sur o(F;,t < T) en posant :

E(X)=E(L;X).
et que, sous cette probabilité P, le couple (W2, Wt <T)ou:
Wf = V:VtQ — p35'3t,

est consituté de mouvements browniens standards indépendants.
Maintenant considérons un temps d’arrét 7 borné par 7', on a si I’on note

po =g —k + p30203 :
E (VAN(T)) — YE)—WE |:L7_6—62T (%6N27’+0’2W3 — ]0):|

1

01

— }/E)—’YE (652T (?G;LQTJWJ’QWE . [O>> )
1

— YE)—WE |:LT€—52T (@euz'rﬁ-azwf _ IO):|



Cette derniere expression nous montre que 1'on peut calculer le u(ag, Iy, Yy) =
sup.t 5. E (VAN(7)) sous la forme :

u(a07 IO) Y'O) - }/E)_’Ya<a0’ IO)

ou
_ ~ _ QAo = 1ir2
u(agp, Iy) = sup E (e 0T (5—6”27+02WT — [0>)
rt.a. 1
On peut alors expliciter @ a I'aide du cas élémentaire, en prenant pour paramétres
(7,C, p, 0, Xo) le valeurs calculées grace aux formules (successives) suivantes :

~2 2 2 2
(05 =05+ 0] — 2pYy0102

1
O =0+p—g-50;

03 = 032, + 'yQOf — 2pry0103
1

62:§+7u—k—§5§

05 = 05 + 03 — 2pp102073

P (03p1 —701)(pos — pros) — o3(1 — pi)
’ 0203

po2 =g —k+ p30203

J =0
C =1
H= H2
( 0 =09

Une fois ceci fait on peut calculer le x*(0) correspondant a ce modéle par la
formule (en prenant en compte que C' = ) :

w? +2j0% —

(o) = In(j—p—0?/2
(0) = LHT 1~ =02

et le temps d’arrét optimal du probléme initial s’exprime alors sous la forme :

7% = inf {t > 0,u(a(t), Yy, I) =Y, (? - [(t))}

1

al(t
= inf {t > 0,u(a(t), ;) = é—) — I(t)} )
1
En tenant compte de la forme particuliére de @, on peut réécrire ce temps d’arrét
sous la forme :

7* = inf {t > 0,a(t) > Itx*[(oa) } . (2)

Les simulations effectuées a partir de cette formule font apparaitre les traits
suivants :



— le taux de rentabilité immeédiate justifiant la réalisation de 'investissement
dépend trés peu du facteur 3

— Sion introduit dans la formule en cause les valeurs historiques, tirées des sta-
tistiques existantes, des écart-type et corrélations entre variables, on trouve
une prime de risque trés faible, beaucoup plus faible que celle retenue dans
le rapport ; on retrouve le “equity premium puzzle” de la littérature.

— Pour retrouver une prime de risque de 'ordre de celle retenue dans le rap-
port, il faut multiplier les écart-type (essentiellement I’écart-type de la série
Y (t)) par un coefficient de 1’ordre de 2 a 3.

— Notons que cette attitude consistant a ajuster des parameétres pour faire
coincider les prévisions d’un modéle avec des données constatées sur un
marché est d’usage courant dans un contexte financier.

— Enfin, il résulte de simulations effectuées a partir de ces formules que le
taux de rentabilité immédiate déclanchant la réalisation est relativement
peu sensible aux paramétres liés aux avantages, et se situe dans un voisinage
étroit autour de 4,5%.

2 Appendice : le cas classique

Nous donnons en référence les résultats du cas éléementaire qui est utilisé plus
haut.

Description du modéle aléatoire On suppose que X est la solution de
dlog(Xy) = pdt + odWs,

— ot W, est un mouvement brownien (c’est a dire le modéle le plus simple
(gaussien) permettant de décrire un aléa variant au cours du temps).

— o0 qualifie la taille de I’aléa. o = prend le nom de volatilité dans le cas des
modéles financiers.

— pour des raisons techniques, le paramétre économique pertinent de dérive
est plutot ¢/ = p+ 0?/2 que p , car

dXt = Xt (,u/dt + Uth> .

L’espérance de la VAN On choisit comme critére a optimiser ’espérance de
la VAN. C’est un choix qui suppose que 1’on est neutre au risque.
La simplicité du modéle permet de calculer cette espérance de fagon explicite :

+oo +oo
E(VAN(T)) =E ( / e I X dt — C’ejT> = / e E(X,)dt — Ce™T.
T

T

Comme X; est une variable aléatoire gaussienne E(X;) se calcule sans difficulté,
et I'espérance de la VAN s’en déduit facilement, si 'on suppose que I'on part de
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x en T, la VAN prend alors la forme V (T, z) donnée par :

re — Qe T,

V(T,2) = ———

T2) j—n—02/2

Le caractére markovien de X permet alors de montrer que
E(VAN(1)) =E(V(1,X,)).

Ce qui simplifie notablement le probléme d’optimisation qui va suivre.

Le probléme d’optimisation Il nous faut alors trouver 7 un, temps d’arrét
(nous ne prenons des décisions qu’en fonction du passé) qui maximise

_ — —JjT Xr _
E(VAN(1))=E(V(r,X,)) =E (e (j Sy C’)) .
Ce probléme est un probléme classique d’arrét optimal (qui ressemble beaucoup
a celui que 'on traite pour calculer une option perpétuelle américaine de type
“put” ou “call”). Il est bien connu que :
— l’on sait résoudre ce type de probléme théoriquement pour une grand variété
de modéle.
— Don sait le résoudre numériqguement (plus ou moins efficacement) pour des
modéles markoviens généraux.
— D’on sait le résoudre ezplicitement que pour trés peu de modéle. C’est le cas
ici, ce qui simplifie grandement le traitement.

Résultat de 'optimisation Nous ne développons pas en détail la facon dont
se probléme d’optimisation se traite en détail, nous nous contentons de décrire le
résultat. 7,,; se calcule de la fagon suivant :

Topt = Inf {t > 0, X; > 2*(0)} . (3)

ou

. VI +2j0% —p :
v*(0) = : C(j—n—0a/2)
12+ 202 — i — o0?
Un développement limité de la formule définissant z*(¢) montre que z*(o) tends

vers x; lorsque o tend vers 0.
n peut vérifier qu o s Daléa “retarde” le moment de la décision.
On peut vérifier que 2 (o) > x( : l'aléa “retarde” | t de la dé
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